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摘要 采用变分法推导
,

指出在 H ,
滤波中的导引模 下 的选择中

,

其最优参数 y护

可以化成为自伴算子的最小本征值
,

从而表达为二类变量变分原理 的 R a y lie hg 商
.

引入 区段混合能
,

并对时不 变系统给 出了精细 积分法 ; 结合本征 问题 的界W 算法

( w itt icr k
一

iw ill
~

al 加hmt )
,

可求出几乎是计算机精度的最优参数 y 品“
.

关键词 H 二

滤波 本征值 精细积分 又 c “ itI 方程

真实系统不可避免有随机干扰
,

而对其量测时又会有随机噪声
.

实现对系统状态的最优

估计是对系统进行最优控制的必要环节
.

如同线性二次型 (; a t l s s ( QL )G 问题一样
,

在 H 二
鲁棒

控制理论中
,

H 二
滤波与 H .

控制也是互为对偶的两个方面
,

从控制的角度看
,

仅当全状态反馈

时方才不必再作状态估计 ;通常的量测反馈就需要用滤波器对状态作出估计来反馈
.

控制与

滤波问题可以分别求解
,

称为可分理论 (
s e p ar a t ion tl l曰〕 yr )

,

这对 于 H , 系统依然如此
,

因此 H 二

滤波的计算是整个 H
二

鲁棒控制理论的中心环节之一【̀〕
.

设状态空间实现为
,1

2
r/、 Zr、、

x 二 月劣 + B w 已知 x ( 0 )
= x 。

,

公
,

y =

xC
+ v ,

( 3 )

其中 x ( t) 为
n 维状态向量

,

w 为 l 维平稳白色干扰向量而
v 为 q 维平稳白色量测干扰 ; z 为

有待估计的 p 维输出向量
,

A
,

B
,

C
,

L 为有相应维数的给定矩阵
.

v 与 w 无关
.

( A
,

B )
,

( A
,

C )为完全可控与可测的
.

H 二
滤波问题要求找出线性

、

因果的算子 F
,

使估计

牙
二

yF (4 )

误差 (乏
一
公 )满足

{
:

一 。 )
`
( :

一

。 ) d ` < , 2

{ ( w
T w + , T ,

) d r ( 5 )

其中 尹是给定的参数
,

但其界限将证明恰为 R盯 ile hg 商本征值
.

类似的提法对无穷区段「0
,

ao )的 H 二
滤波也适用

.
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求解 H 二滤波问题总是要归结到 Ri cc ati 微分方程

G 二

BB
T 十 A己 +

叔
T 一
乙( c

T c 一 y 一 Z L T L )己
,

乙( 0)
二 G 。

的求解
,

G 。 为给定对称非负阵
.

对状态 x 与输 出 : 有估计见及三
,

可由以下方程解出

( 6 )

7
.

0八
z

`
、Z叮、妥

二

戒
+
己C

T
(夕

-

牙

)
,

众 0) 二 牙
。 = 已知

盛
,

这就面临 Y
一 “的寻求以及数值求解

.

(符号 G 留作后用 )

精细积分先在时程积分方面提出并应用图 ; 适用于两端边值问题的对 iR cc iat 微分方程的

精细积分可见文献 〔3
,

4」
.

精细积分对时不变系统可给出计算机上 的精确解
.

运用变分法的

推导
,

引人 I翔寥 an ge 乘子 函数比
’ 】

,

Y 一 2的临界值正相当于 vaR ile hg 商的最小本征值
,

超过它则

(6) 式无有界解
.

对本征值的精细积分还应 当运用本征问题中的扩展 界w 算法阮
7 ]

.

本文在

作出论述之后用算例表明这套理论的正确性及算法的有效性
.

1 两端边值问题与助y l e ig h 商

( 5 )式的问题提法并不提供唯一解
,

在所有的解 中其中心解使泛函 了

,
=
im

。 m ax {
丁
[ ,

一 ,
(牙

一

。 )
`
(牙

一

。 )
一
( ,

` , 十 , T ,
) ] d ` 、 0

户 却
, ” J O

( 9 )

取最小
.

当参数 y 一 2
小于其临界值时有解

,

临界值使上式取等号
.

因为还有其状 态空 间实现

( 1 )
一
( 3 )式要满足

,

这是条件极值问题
.

这样
,

( 9 )式代表两个问题
,

临界值 y几“ 的寻求 ;然后

是对给定的 y 一 “ < y 妥2 ,

求出其中心解最优估计
.

当选用 y 一 2

~ 0 时
,

问题就是熟知的 Kal l n an

滤波
.

将 ( 3) 式代人
,

并对 ( l) 式引人 肠脚
n即 乘子向量 函数 几( t )

,

有

厂T

几 =

} 「久
’

f x 一 又
’

r

xA
一 几T B w + w T w 2/ + ( y 一

xC )
T
( y 一

xC ) 2/
J 0

( 10 )
y

一 2
(牙

一

公 )
T
(牙

一

公 )龙〕d `
,

aAJ = o
,

完成对 w 取最小有 W 二 B T人

“。 =

丁J
〔“ T`

而有变分原理

几T月x 一 几TB B T几2/
( 11 )

y 一 2
(乏

其中变分只有 x
,

几执行
.

一

公 )
T
(牙

一

公 )龙」d `

+
(少 一

cx )
T
(少 一

cx )龙
-

= 0
,

完成变分运算有对偶方程

云
=

xA
+ 刀刀T几

兑
二
( c

T c 一 7
一 Z L T L ) x

一 A T几 一 c T y 十 y 一 Z L T

乏
,

( 12
a
)

( 12 b )

在 以上推导中
,

对 y
,

乏都不执行变分
.

因为 y 是量测输出
,

为给定量 ; 三则 由 ( 4 )式给出
,

式 中

算子 F 虽为待求
,

但这是系统 的性质
,

它只与给定的参数 y
一 2
有关

,

因为 7
一 2为给定

,

故 牙并

不直接与 x
,

乳有关
,

所 以 乏不参加变分
.

~ 作为方程 ( 12) 式的边界条件
,

当 t = 0 时本应给出 x ; 但由于干扰的随机性质
,
x 也是随机

的
,

所以应 当给出 x ( 0) 的期望值 牙
。 以及其协方差矩阵

见( o )
=

交
。 ,

己 ( o )
= G 。 ,

x ( o )
= G O又 ( o ) + 二

。 ,

当 t = o 时
,

( 13 )
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至于在 t=T 处则采用 自然边界条件
.

以下对非齐次方程组 (1 2)求解
.

从 (3 1)式看出 x总是其均值与零均值 G a us s
分布之和的

过程
.

取
x =

交+
疏

,

( 14 )

由方程 ( 12
a
)与 ( 12 b )式可导出

无
=

石
+ 乙[ e

T
(夕

一

d ) + 了
一 2乙T

(成
一

牙)」
,

( 25 )

G =

朋
T + A乙 +

取
T 一

6 ( C
T C 一 了

一 2乙T乙 )乙
.

(一6 )

显然对 z 的均值应当是对 ( 2) 式取均值的 (8) 式
,

从而有 ( 7 )式
.

到此
,

方程 ( 6)
一
( s) 皆以最 简

便的方法导出
.

对导出的方程 ( 6)
,

只有当 y 一 “ < y 妥2
时才有解

.

方程 ( 7 )由于有随机量 y
,

只能实时执行
,

故下文着重讲 ( 16 )式的积分
.

方程 (6 )或 ( 16) 只有系统的矩阵
,

而与量测 y 无关
,

因此可以在变分式 ( 1 1 )中令 y 二 0
,

三
=

0 来导出
.

考虑到初值条件 G o ,

变分原理可写成
厂 T

。
_

AJ =

} [几
T x 一 H ( x

,

几) 〕d t + x石G J ` x 。 2/
,

己AJ = 0
,

J 0

( 17 )

万 ( x
,

几 )
= 几T

xA
一 x T

( C
T C 一 了一 2乙T乙 ) x 甩

+ 几T刀丑 T几龙
,

由此变分原理可导出方程 ( 12 )
,

y = 0
,

乏
= 0

,

及初值条件 几。 = G --O ` x 。 与 几 ( 约

件
.

变分式 ( 17 )也可写成
.

( 18 )
= 0 的终值条

合(刀
1 一 了扩刀

2
)

= o
,

。 l =

{:
( *

·` 一 ` · A X 一
` C T

xC / 2 一
“ BB

` “ 2/ , d“
X百G`

’ X 。 / 2
,

x T L T

公 2/ d r

( 19 )

(20
a
)

( 20 b )
、

其中 x
,

几为独立变分的向量
.

显然 n :
为非负

,

而变分函数 x
,

几的选择如令满足 ( 12
a
)式

,

则

。 , =

{
T
(二

` c ,

cx / : + * T

BB
T、 2/ ) d `

十 二百G :
,二 0 / 2 , 0

.

口 U

( 19 )式可写成 R a y l ie hg 商的形式 (具二类变量的扩展形式 )

y护
=

呵
n

哪
x
( H

I / H Z
)

,

( 20
a `

)

( 2 1 )

变分原理 ( 19)
、

(2 l) 式 中已将 y
一 2加上了下标

c r ,

这是 因为如果 y
一 2 < y护

,

则 由于 已设 y =

牙
= o

,

原问题只有平凡解 x = 几二 0
.

事实上这是一个本征值问题
,

并且与数理方法 中的自伴

算子本征问题一样
.

H二滤波或 H ,
控制只要其最小本征值

.

2 区段混合能

上节变分原理的积分上
、

下限是给定 的 〔0
,

T]
.

为了推导 iR cc iat 方程及作精细积分的需

要
,

应引入区段 (时段 )混合能
.

令时刻 t
a ,

t 、
,

0 < t
。
< t b < T

,

并组成 区段 ( t
。 ,

t b )
.

如给出 at

时的状态向量 x 。

及 几时的状态 向量几
b ,

则区段内的 x
,

几也 已确定
.

定义区段混合能 z[, ’ 〕

、 ( X
。 ,

* 。
)

= * : X
b 一

{:
b

。* ·` 一 二 ( X
,

“ ,」d`
( 2 2 )
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它显然是 x
a ,

又b 的二次齐次式
,

其一般形式为

v ( x
。 ,

几b
)

其中 Q ( t
a ,

t b )
,

G ( t
a ,

t b )
,

尸 ( t
a ,

n x n
阵

,

且 Q
T =

Q
,

G T = G
.

二

对xF
。 一
对xQ

a

2/
+

对以
。
2/

,

九 ) 皆为

一
( 2 3 )

Q
I
,

G I
,

F .
,

.J
。 】 Q

Z
,

G Z
,

凡
,

mJ
Z

区段混合能 ( t
。 ,

t b )与 ( t b
,
t

c

)可以合并为

t
a ,

t
C

)的区段混合能 (图 l )
,

其合并公式为 cE
,

G
c ,

凡
,

nJ
lc

Q
。 =

Q
, + F了( Q牙

’

G
。 = G : + F Z

( G「
`

+ G

+ Q

1
)
一 , r l ,

(抖

2
)
一 ` r 歹

,

( 25
图 1 区段合并

尸
。 = r Z

( z
+ G 工Q Z

)
一 ,尸 l ,

( 2 6 )

区段合并可递归地运用
.

然而 Q
,

G
,

F 只表示了区段两端的特性
,

尚不足 以表达 区段的内部

特点 当前关心的是本征值 y护
,

因此按 w
一

w 算法
,

其本征值计数是必要的
.

原有 的 w
一

w 算

法 e[] 是对于两端为给定位移边界的
,

按结构力学 与最优控制相模拟的理论
,

这相当于 :
。 ,

t b 两

端都给定 x
,

不适于当前之用
.

文献 〔7〕提出扩展的 -w w 算法
,

适用于混合能 x
。 ,

几b 的 Q
,

G
,

F 表达之补充
.

用于区段合并计算
,

其补充公式为

J二 ( 。
#
)
二 J m ,

( 。
#
) + J、 ( 。

#
)
一 s

{ G
l
} +

s

{ G f ` + Q
Z
}

,

( 2 7 )

其涵义为
: 。飞

= y 弄2乃给定参数
,

用于界定本征值计数 ; 用 几
1
( 。

#
)表示某 区段 (t

a ,
` 。 )在其

两端 x
。 = o

,

几b = 0 的条件下
,

其 内部本征值小于 。髯的计数
,

mJ
l
当然也是 ,

a ,
才b 的函数

,

但为

了简单就不写为 mJ
,
( 。

# ,
。

a ,
。b )了 ; J 、

,

J mc 意义同 ; 、
{M }则表示若将 M 阵三角分解 为 M

= 乙。乙T ,

D 阵出现负值的对角元个数
.

这样
,

区段混合能的表达应为 ( Q
,

G
,

F
,

了m)
,

即 3 个矩阵及一个计数
,

它们当然都是二端

时刻 t
a ,

t 。及参数 。髯
二 7 霖“的函数

.

通常 了弄“不显式写出
,

只写为 Q (t
a ,

` b )等
.

在此之前的

推导适用于线性时变系统
.

当系统为时不变时
,

Q
,

G
,

F
,

J。 只与 △ t 二 ( t
b 一 t

a

)有关
,

记为

Q
=
Q (△ t )

,

G 二 G (△ t )
,

F = F (△ t )
,

△ t = t b 一 t
。

( 2 8 )

等
.

这些矩阵满足微分方程组 z[,
3〕

d Q /d (△` )
= F T

( c
T c 一 了屏Z L T L ) F

=
( c

T C 一 了护 L T L ) + A T
Q

+

QA
一

BQ
B T

Q
,

( 29 )

d G / d (△ t )
= 厂万丑 T尸 T =

朋
T + A G +

GA
T 一 G ( C

T C 一 z 哥Z L T乙 ) G
,

( 3 0 )

d F / d (△` )
= F ( A

一

BB
T
Q )

=
[A

一 G ( c
T C 一 ) 护乙

T L )〕F
,

( 3 1 )

这给出了 Q
,

G
,

F 与原有系统阵 A
,

B
,

C
,

L 之间的关系
.

初值条件为

Q = G == 0
,

F == nI
,

J
m = 0

,

当 △ t = 0 时
.

( 3 2 )

若选用 t
。 == 0

,

则微分方程 ( 3 0) 与 ( 6) 式相同
,

只有初值条件 G 二 O 与 ( 6 )式中的不 同
.

但

只要对任一点 t任 (O
,

)T 求出 Q
,

G
,

F
,

J
m
之后

,

再执行

吞
= G + F ( G J , +

Q )
一 ` F T ,

( 3 3 )

即可 ; 相应地给出计数的修改

J m : =
J
m 一 、

{e
。
} + ,

{ G J , + Q }
,

( 3 4 )

此时 J
m 二 0 表明 7 弃2

使 H 二
滤波次优解存在

.

既然能判定任给的 y 弄2 ,

次优解是否存在
,

当然

就可运用例如对分法
,

将本征值 7 蕊“找出到任意指定的精度
.
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3精细积分

直接 由 R icca t i方程作数值积分将面临非线性微分方程
.

精细积分会同 W
一

W算法将给

凡 cca t i微分方程及其本征值提供计算机上几乎是精确的解答
.

积分 总得给一个步长 Dt e l
,

这

应是不大的值
,

例如取 D elt
= T / N

s

( N
, = 16 或 3 2 )

.

现选择非常小的时段
:

: = D e l t 2/
N ,

如选 N =
加

,

Z N = 1以 5 57 6
.

( 35 )

对于这样小的一个时段
: ,

采用场 lo r 级数展开将给出很精确的结果
.

精细积分利用混合能时段合并消元进行积分
.

方程 ( 2 9 )
一
( 3 1) 提供了非线 性微分方程

组
,

( 32 )式则有初值条件
.

对此方程组的
T 时段

,

正可采用幂级数展开求解
.

设在 尹 后截断

6气2
0八,J,,ù内、à. /、Z̀、了.、Q (

二
) 二 0 1 : + a Z : 2 + a 3 : 3 + a 4 : 4 ,

G (
二
) 二 g , 二 + 9 2 : 2 + 9 3 : , + 9 4 : 4 ,

F (
:
) 二 了 + F

,

(
:
)

,

F
,

(
:
)

=
fl

: + fZ
r Z + f3

: , + f4
: 4 ,

代入方程 ( 2 9)
一
( 31 )

,

并 比较
二 的各幂次系数

,

有

a l 二 c T c 一 y护L T L
,

9 1 =

BB
T ,

fl 二 A ;

a : =
(厂夕

1 + 夕l fl ) 2/
,

g : =
( A g

l + 9 1 A T
)龙

,

f2
=
( flA

一 g , 0 1
) 2/ ;

a : 二 (刀 e , + a ,
f2

+

厂夕
l
fl ) / 3

,

9 3 二
(gA

: + 9 2通 T 一 g l a l g l
)乃

,

f3 = (滩人
一 9 2 8 1 一 g ,口 ; f1 ) / 3 ; ( 39 )

o ; 二 (芳。 , + o , f3 +

厂 0 l
fl

+

厂o ,
f2 )辫

,

g ; 二 (gA
: + 9 3注 T 一 9 2 0 19 1 一 g , o , 9 2

) / 4
,

f4 == (人九
一 9 3 a l 一 9 2 a l

fl
一 9 1 0 ;

f2 ) / 4
.

这些公式只要逐个计算便可
.

不需迭代求解
.

其中 e 、
,

g , ,

if ( i
二 1 一 4 )皆为

n x n
阵

,

并且

e丁
= e

` ,

g丁
= g `

.

按 ( 3 6 )
一
( 3 8 )式算得 Q (

:
)

,

G (
:
)

,

F
,

(
:
)

,

再因时段
:
特别小

,

必然有 几 (
:
)
= O

,

这就

给出了时段长为
: 的混合能表达

,

可 以作为时段合并 Z N 算法 的出发段
.

以前的全部公式推导都是精确的
,

只有 ( 36 )
一
( 3 8 )的展开式截断有误差

.

截断项已是 护
,

其与首项之 比是
r 4

,

由于 : 4 =
( D elt l/ 俱8 5 7 6)

4 、 De lt’
·

ro
一 醉

,

这个相对误差乘子已经超出了

倍精度实数的有效位数 10
一 “̀
之外 了

.

故而这一步的近似实际也已达到计算机精度了
.

有了时段
: 的混合能表示

,

就可递归地执行 ( 24 )
一
( 27 )式 N 次

,

得到时段长 为 Delt 的

( Q
,

G
,

F
,

Jm)
.

但应当特别注意
,

在计算 ( 2 6 )式时
,

( 3 8) 式 中的 I +
F’ 加法一定不可执行

,

因

为当
: 很小时

,

F’ 也很小
,

这将严重地降低计算精度
.

为此可采用

Q
。 = Q +

(了 + r
`

)
T
( Q

一 , + G )
一 ,
(了 + r

`

)
,

(如 )

G
。 = G + ( z

+ r
,

) ( G
一 , + Q )

一 ,
(了 + r

`

)
T ,

( 4 2 )

F
, 。 =

( F
’ 一 6 Q / 2 ) ( I

+ G Q )
一 ` + ( I + ` C )

一 ,
( F

` 一 6 C / 2 ) + 尸
,

( I + G C )
一 , F

` ,

(犯 )

以代替 ( 2 6 )
一
( 2 5 )式

,

这是用于 Q
, = Q

Z ,

e l = ` 2 ,

r
, , = r

` : 的情况的
.

至此精细积分的公式已经备齐
.

控制论 中 iR cc iat 方程 的解总要求正定对称
.

在有限时

段时
,

要求在最后执行 ( 33)
、

( 34) 式后 J
m = O

,

就算合格 ;在区段合并中间的 J
m > 0 即已表明不
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行
.

在无限时段计算 中
,

只要 J
m > 0 出现

,

就表示该 了弃2是不可实现的了
.

最优 下品“算法只是

次优解的不断对分法迭代
.

篇幅所限
,

具体算例从略
.

其中 y护是本征值的下界
,

这是非常接近的数值
,

算例表明
,

可

以精确到 5 位有效数字以上
.

是从上
、

下界分别逼近的
.

本征值 y品2在文献中认为是最优解
,

但其 iR cc iat 方程的解矩阵的特点是趋于奇异对称阵
.

根据这种数值上无 限增长 的病态阵来

导出其增益阵是否妥当还应推敲
,

实际有意义 的最优似应当从 实用 的角度加以探讨
.

在选择
“

次优
”

参数 y
一 2的滤波与控制设计中

,

B
,

C
,

L 等阵中
,

仍有参数选择的余地
.

结构力学中动

力问题优化的研究似可供借鉴
.

4 结束语

计算结构力学与最优控制相模 拟的理论给两大领域架起 了桥梁
,

这对于双方都有意义
.

但过去模拟理论只讲到 叨 控制理论
,

在本文 中已用于 H 二
滤波

.

H二 滤波与控制是 目前解决

鲁棒性问题较成功且较完善的理论体系
,

故成为控制界近来的热点之一
H 二
理论需要较深 的

数学知识
,

离不开泛 函分析
、

算子理论
、

近世代数等多方 面的数学基础
,

往往使初学者为之却

步
,

其计算也不很方便
.

然而本文用结构力学与最优控制的模拟理论却指 出
,

H 二 的导引模指

标 7
一 2的界

,

正对应于结构力学柱形结构的弹性振动基本 固有频率
,

或 uE le :
稳定性最小临界

值
,

即变分 的 R a y l ie hg 商
.

从而一整套精细积分与扩展的 W
一

W 算法就移植 到了 H 二
滤波的计

算中
.

与 H 二
控制状态反馈的精细计算类同图

.

如果说 QL G 理论对应于柱形结构的静力学
,

则 H 二
最优指标正对应于其结构动力学

,

这是

意味深长的
.

再进一步看
,

现代控制论主要处理
n
维状态变量 问题

, n 在整个过程中是不变

的
.

这对于受控对象的区域发生变动
,

如移动边界问题
,

就不易适应
.

对此
,

结构力学的经验

也许可供借鉴
.

总之
,

两大领域的互相沟通是有前景的
.
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